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oći.

N
eka

se
sistem

N
tela

sasto
ji

o
d

m
a-

terijaln
ih

tačaka
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eće

b
iti

n
aglašavan
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će

se
sk
ratiti,

i
im

aćem
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ačin

e
(1)

će
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ožim

o
li
(1)

vek
torsk

i
sa
r

i ×
i
sab

er-
em

o
d
ob

ijen
ih

n
jed

n
ačin
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ačin

am
a
k
retan

ja),
ek
scen

-
tricn

ostim
a
i
n
agib

im
a
p
lan

etsk
ih

p
u
tan

ja
2,

p
a
je

glav
n
i
cilj

n
eb

eske
m
eh

an
ike

19.
veka

b
io

u
kon

stru
isan

ju
k
vazip

erio
d
ičn
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ovećan

je
p
erform

an
si

raču
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razlike

u
p
itan

ju
stab

iln
osti.

(v
id
eti

d
alje

u
tek

stu
)

=
γ
m

n

n
−

1
∑j
=

1

m
j

r
n
j

+
U
′.

D
alje,∇

i U
=
∇

i U
′−

γ
m

n m
i

r
′i

r
3in

.(i
6=
j)

Iz
jed

n
ačin

e
k
retan

ja
tela

m
n
se

d
ob

ija:

r̈
′n
=
−
γ

n
−

1
∑j
=

1

m
j

r
n
−
r

j

r
3n
j

=
γ

n
−

1
∑j
=

1

m
j

r
′j

r
3n
j .

J
ed

n
ačin

a
k
retan

ja
tela

m
i
glasi

r̈
′i
+
r̈

n
=

1m
i ∇

i U

ilir̈
′i
+
γ

n
−

1
∑j
=

1

m
j

r
′i

r
3n
j

=
1m

i (∇
i U
′−

γ
m

n m
i

r
′i

r
3in

).

P
reb

acim
o
li
iti

član
isp

red
su
m
e,

d
ob

ija
se:

r̈
′i
+
γ
m

i

r
′i

r
3in

+
γ

n
−

1
∑

j
=

1
,j
6=

i m
j

r
′i

r
3n
j

=
1m

i (∇
i U
′−

γ
m

n m
i

r
′i

r
3in

),

ili,
p
reim

en
ovan

jem
p
rom

en
ljiv

ih
r
′i
sa

r
i ,

što
se

sm
e
u
rad

itip
ošto

se
sad

a
u
p
otp

u
n
osti

n
alazim

o
u
n
ovom

referen
tn
om

sistem
u
,

r̈
i
+
γ
(m

n
+
m

i )
r

i

r
3in

=
1m

i ∇
i U
′−

γ
n
−

1
∑

j
=

1
,j
6=

i m
j

r
j

r
3j
n

.
(7)

N
eka

je
sad

aR
ij
=
γ
(
1r
ij

−
r

i
·
r

j

r
3j
n

).
(8)
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O
n
d
a
jem

j ∇
i R

ij
=
γ
∇

i ( m
j

r
ij

)
−
γ
m

j

r
j

r
3j
n

,

i

n
−

1
∑j
=

1

m
j ∇

i R
ij
=

γm
i

n
−

1
∑j
=

1

∇
i ( m

i m
j

r
ij

)−

γ
n
−

1
∑j
=

1

m
j

r
j

r
3j
n

=
1m

i ∇
i U
′−

γ
n
−

1
∑j
=

1

m
j

r
j

r
3j
n

.

K
om

b
in
u
ju
ći

ova
j
rezu

ltat
sa

(7),
d
ob

ijam
o

r̈
i
+
γ
(m

n
+
m

i )
r

i

r
3in

=
n
−

1
∑j
=

1

m
j ∇

i R
ij .

(9)

J
ed

n
ačin

e
(9)

su
fu
n
d
am

en
taln

e.
A
ko

su
R

ij

jed
n
ak

i
n
u
li,

sve
se

svo
d
i
n
a
(p
rost)

slu
ča

j
k
retan

ja
d
va

tela,
p
a
su

u
p
ravo

R
ij
član

ov
i

”o
d
govorn

i”
za

sve
p
orem

eća
je

i
razlike

u
o
d
n
osu

n
a
kep

lerov
sko

k
retan

je.
O
n
i
se

zato
i
zov

u
fu
n
kcijam

a
porem

ećaja.
N
ap

om
en

im
o

sam
o

d
a

se
jed

n
ačin

a
(9)

m
ože

n
ap

isati
u
sled

ećem
ob

lik
u
:

r̈
i
+
γ
(m

n
+
m

i )
r

i

r
3in

=

γ
n
−

1
∑

j
=

1
,j
6=

i m
j (
r

j
−
r

i

r
3ij

−
r

j

r
3j
n

).
(10)

P
rv
i

član
n
a

d
esn

o
j

stran
i

p
reth

o
d
n
e

jed
n
ačin

e
p
red

stav
lja

direktn
e

u
tica

je
p
orem

eća
jn
ih

tela
n
a

telo
m

i ;
d
ru
gi

član
ozn

ačava
in
direktn

e
u
tica

je,
ko

ji
se

v
rlo

često
(p
ogrešn

o)
zan

em
aru

ju
,
a
p
red

stav
l-

ja
ju

u
tica

j
velik

ih
p
lan

eta
n
a

ko
ord

in
atn

i
p
očetak

.
U

slu
ča

ju
asteroid

a
6

(u
S
u
n
čevom

sis-
tem

u
,
jed

n
ačin

a
(10)

p
op

rim
a
sled

eći
ob

lik

r̈
+
M
γ
rr
3
=

9
∑i=

1

m
i γ
(
r
i −

r

|r
i −

r| 3
−

r
i

r
3i

),
(11)

6P
o
d

’asteroid
om

’
(sin

.
m
ala

p
lan

eta)
se

p
o-

d
razu

m
eva

p
lan

etoid
n
o
telo

m
alih

d
im

en
zija,

d
o
oko

1000
k
m

u
p
rečn

ik
u

gd
e
je

M
-
m
asa

S
u
n
ca,

r-vek
tor

p
oloža

ja
tela,

a
su
m
iran

je
se

v
rši

p
o

d
evet

velik
ih

p
lan

eta
7
i
p
ovećan

ju
n
jih

ov
ih

sred
n
jih

u
d
al-

jen
osti

o
d

S
u
n
ca

(ko
ord

in
atn

i
p
očetak

je
u
zet

u
cen

tru
S
u
n
ca),

p
ri

čem
u
i
=

1
o
d
go-

vara
M
erk

u
ru

itd
.

O
sim

ako
telo

n
e
p
rolazi

b
lizu

n
eke

p
lan

-
ete,

n
a
jvećid

op
rin

os
d
esn

o
j
stran

ijed
n
ačin

e
(11)

p
otiče

o
d
J
u
p
itera,

m
5 ,

d
ok

su
efek

ti
ostalih

p
lan

eta
relativ

n
o
m
ali.

O
va

ap
rok

si-
m
acija

p
roizilazi

iz
čin

jen
ice

d
a
je

n
a
jveći

b
ro
j
asteroid

a
skon

cen
trisan

n
a
lokaciji

tzv
.

G
lav

n
og

asteroid
n
og

p
o
jasa,

ilu
strovan

o
j

n
a

slici
7,

ko
ji

se
p
roteže

izm
ed

ju
orb

ita
M
arsa

i
J
u
p
itera.

U
slu

ča
ju

tran
sn
ep

-
tu
n
sk
ih

asteroid
a,

n
a
jveći

d
op

rin
os

d
esn

o
j

stran
i
jed

n
ačin

e
(11)

p
otiče

o
d

N
ep

tu
n
a
i

tako
d
alje,

u
zav

isn
osti

o
d
kon

k
retn

og
p
rob

-
lem

a.
S
led

i
d
a

je
u

p
rak

si
i
n
eop

h
o
d
n
o

i
m
ogu

će
p
o
jed

n
ostav

iti
(11),

s
tim

što
je

svak
i
korak

p
otreb

n
o
teorijsk

i
p
otk

rep
iti.

U
tica

j
P
lu
ton

a
se

m
ože

sasv
im

zan
em

ar-
iti

zb
og

n
jegove

m
ale

m
ase

(n
ekoliko

red
ova

veličin
e
m
an

je
o
d

m
ase

velik
ih

sp
oljašn

jih
p
lan

eta)
i
velike

u
d
aljen

osti.
O
vo

n
ije

slu
ča

j
ko

d
M
erk

u
ra

gd
e
se

in
d
irek

tn
i
član

ov
i
u
(11)

n
e
m
ogu

zan
em

ariti;
on

i
im

a
ju

ob
lik

:

−
m

1 γ
r
1

r
31

,

što
je

ek
v
ivalen

tn
o
sa

m
1

M
+
m

1

r̈
1
=

¨̄r
1 ,

gd
e

je
r̄
1
cen

tar
m
ase

S
u
n
ca

i
M
erk

u
ra.

O
d
atle

se
(11)

m
ože

n
ap

isati
kao

d
2

d
t
2 (r
−
r̄
1 )

+
M
γ
rr
3
=

8
∑i=

1

m
i γ

r
i −

r

|r
i −

r| 3 −

−
8

∑i=
2

m
i γ
r
i

r
3i

.
(12)

7U
ovom

razm
atran

ju
P
lu
ton

je
sm

atran
jed

n
om

o
d
velik

ih
p
lan

eta.
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U
p
rak

tičn
om

rad
u

često
je

v
rlo

p
ogo

d
n
o

zan
em

ariti
i
sve

četiri
u
n
u
trašn

je
p
lan

ete
p
ošto

su
n
jih

ove
d
irek

tn
e

p
ertu

rb
acije

m
ale

8,
a

in
d
irek

tn
e

se
m
ogu

ap
sorb

o-
vati

b
aricen

tričn
om

p
op

rav
kom

,
o
d
n
osn

o
p
relaskom

u
sistem

sa
ko

ord
in
atn

im
p
očetkom

u
cen

tru
m
ase

S
u
n
ca

i
p
lan

eta
Z
em

ljin
og

tip
a.

A
ko

je
ova

tačka
o
d
red

jen
a

sa
r̄
4 ,

on
d
a

d
2

d
t
2 (r
−
r̄
4 )

+
M
γ
rr
3
=

8
∑i=

1

m
i γ

r
i
−
r

|r
i
−
r| 3 −

−
8

∑i=
5

m
i γ
r

i

r
3i

.
(13)

A
ko

je
telo

d
ovoljn

o
d
aleko

o
d
četiri

u
n
-

u
trašn

je
p
lan

ete
za

r
À

r
i ,i

=
1,2,3,4,

on
d
a

r
i
−
r

|r
i
−
r| 3
∼

rr
3 .

T
ako

d
je,

r̄
4
je

u
vek

m
alo,

m
an

je
o
d

5
×

10
−

6A
J
,
p
a
se

za
veliko

r
m
ože

u
zeti

r
−
r̄
4
=
r
′

i
rr
3
∼

r
′

r
′3 .

N
eka

je

M
4
=
M

+
4

∑i=
1

m
i ;

tad
a
jed

n
ačin

a
(11)

glasi:

d
2r
′

d
t
2
+
γ
M

4

r
′

r
′3
=

8
∑i=

5

m
i γ
(
r
′i
−
r
′

|r
′i
−
r
′| 3 −

−
r

i

r
3i

).
(14)

8O
sim

toga,
u
k
lju

čivan
je

n
p
r.

M
erk

u
ra

u
sim

-
u
laciju

b
i
zah

tevalo
u
p
otreb

u
v
rlo

m
alog

v
rem

en
-

skog
koraka

d
a
b
i
se

greška
n
u
m
eričke

m
eto

d
e
d
ržala

u
gran

icam
a
toleran

cije,
an

alogn
o
važi

i
za

sistem
Z
em

lja-M
esec,

itd
.

M
o
d
el

S
u
n
čevog

sistem
a
(ko

ji
je

korǐsćen
u

ovom
rad

u
u

ok
v
iru

softverskog
p
aketa

O
R
B
IT

9x
)

zasn
iva

se
n
a

gore
p
om

en
u
-

to
j

an
alizi,

o
d
n
osn

o
u
k
lju

ču
je

d
irek

tn
e

p
orem

eća
je

sv
ih

velik
ih

p
lan

eta,
sim

u
ltan

o
izraču

n
ava

ju
ći

n
jih

ove
orb

ite
za

jed
n
o
sa

or-
b
itam

a
p
rob

n
ih

telâ.
U
n
u
trašn

je
p
lan

ete
su

izostav
ljen

e
iz
d
irek

tn
e
in
tegracije,

ali
je
p
ri-

m
en

jen
a
b
aricen

tričn
a
p
op

rav
ka

n
a
p
očetn

e
u
slove,

što,
u

p
rin

cip
u
,
p
ok

riva
90%

in
-

d
irek

tn
ih

efekata
(v
id
i
M
ilan

i
i
K
n
ežev

ić,
1992).

O
R
B
IT

9x
koristi

p
recizan

m
u
lti-

step
in
tegrator

(za
p
očetn

e
korake

se
ko-

risti
sim

p
lek

tičk
i
R
u
n
ge-K

u
tta

m
eto

d
)

i
om

ogu
ćava

p
raćen

je
orb

ita
tela

u
,
p
re

svega,
S
u
n
čevom

sistem
u
,
u

ok
v
iru

različitih
d
i-

n
am

ičk
ih

m
o
d
ela

i
d
u
gih

v
rem

en
sk
ih

in
ter-

vala.
E
k
sp
erim

en
taln

i
u
zorak

za
sv
rh
u
ovog

rad
a
u
k
lju

ču
je

10
n
u
m
erisan

ih
,
realn

ih
,
as-

teroid
a
čiji

su
orb

italn
i
elem

en
ti
p
reu

zeti
o
d

M
in
or

P
lan

et
C
en
tra

i
stoga

se
m
ogu

sm
a-

trati
p
recizn

im
(p
roveren

i
astrom

etrijsk
im

p
osm

atran
jim

a
u
v
ise

op
ozicija).

2
U
z
r
o
c
i

i
isp

itiv
a
n
je

h
a
o
sa

u
k
r
e
ta
n
ju

a
ste

r
o
id
a

D
an

as
se

p
riličn

o
p
ou

zd
an

o
zn

a
d
a
su

k
re-

tan
ja

tela
u
p
lan

etarn
im

sistem
im

a
u
osn

ov
i

h
aotičn

a
(p
recizn

ije,
u

S
u
n
čevom

sistem
u
:

L
askar,

1989),
d
ok

su
jed

in
o

d
in
am

ičk
i

m
eh

an
izm

i
ko

ji
d
o

tog
h
aosa

d
ovo

d
e,

kao
i

karak
terističn

e
v
rem

en
ske

skale
i

veličin
e
rezu

ltu
ju
ćih

m
ak

roskop
sk
ih

n
esta-

b
iln

ostirazličite
(K

n
ežev

ić,
1999).

H
aotičn

o
p
on

ašan
je

se
m
ože

p
rep

ozn
ati,

recim
o,

p
om

u
ću

d
u
gotra

jn
ih

n
u
m
eričk

ih
in
tegracija,

u
v
rem

en
sko

j
evolu

ciji
velike

p
olu

ose
aster-

oid
a:

ko
d
stab

iln
og

asteroid
a
n
em

a
n
ikak

v
ih

n
aglih

i
”n

eoček
ivan

ih
”
skokova

n
iti

većih
an

om
alija

(sl.1),
već

grafi
k
im

a
stan

d
ard

an
ob

lik
p
rav

iln
ih

k
vazip

erio
d
ičn

ih
oscilacija
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(red
a

10
−

4A
J
);

u
slu

ča
ju

h
aotičn

og
tela

(sl.4),
ova

j
grafi

k
se

o
d
lik

u
je

(oček
ivan

im
)

n
ep

rav
iln

ostim
a,

ran
dom

w
alk-om

,
izn

e-
n
ad

n
im

skokov
im

a
i
velik

im
oscilacijam

a,
p
riv

rem
en

im
zah

vatim
a
u
rezon

an
cu

(ov
d
e,

n
a
oko

1
m
ilion

go
d
in
a
ili,

n
a
slici

2
izm

ed
ju

6
i
7

m
ilion

a
go

d
in
a)

itd
.

S
like

1
−

4
p
okazu

ju
zav

isn
ost

p
rom

en
a

velik
ih

p
olu

-
osa

sa
v
rem

en
om

n
ek
ih

asteroid
a
iz

u
zorka

ko
ji

je
p
osm

atran
u

ovom
rad

u
,
p
očev

o
d

stab
iln

ih
(sl.1),

p
reko

sred
n
je

h
aotičn

ih
(sl.

2,3),
d
o

izrazito
h
aotičn

ih
(sl.4).

P
o
d
aci

su
fi
ltrovan

i
tako

d
a

su
u
k
lon

jen
i
(iako

n
e

b
esp

rekorn
o)

p
orem

eća
ji

sa
p
erio

d
im

a
izm

ed
ju

40
i
4000

go
d
in
a.

P
reth

o
d
n
i
p
ostu

p
ak

je
u

veliko
j
m
eri

sam
o

p
relim

in
aran

i
m
ože

p
oslu

žiti
sam

o
stican

ju
gru

b
e

slike
o

p
on

ašan
ju

aster-
oid

a.
F
orm

aln
ije,

h
aos

se
ob

ičn
o

op
isu

je
i
m
eri

p
om

oću
takozvan

og
karakterističn

og
ekspon

en
ta

L
japu

n
ova

(u
ozn

aci
L
C
E
)
ko

ji
p
red

stav
lja

m
eru

d
ivergen

cije
d
ve,

p
očetn

o
b
liske

orb
ite,

u
fazn

om
p
rostoru

orb
italn

ih
elem

en
ata:

λ
=

lim
t→
∞
γ
(t)

=
lim
t→
∞

1t
ln
|δX

(t)|

|δX
0 |

.
(15)

K
arakterističn

o
vrem

e
L
japu

n
ova

(T
L
)
je

veličin
a

in
verzn

a
L
C
E
u
,

i
često

jed
n
os-

tav
n
ija

d
a
se

in
terp

retira
n
ego

sâm
ek
sp
o-

n
en
t
L
jap

u
n
ova.

V
rem

e
L
jap

u
n
ova

se
m
ože

d
efi

n
isati

kao
v
rem

e
p
otreb

n
o
d
a
b
i
se

rasto-
jan

je
izm

ed
ju

d
ivergira

ju
ćih

orb
ita

u
većalo

e
p
u
ta:

T
L
=

1/λ
.

K
o
d

većin
e
kon

zervativ
n
ih

d
in
am

ičk
ih

sis-
tem

a,
N
ju
tn
ove

jed
n
ačin

e
im

a
ju

i
regu

-
larn

a
i
h
aotičn

a
rešen

ja;
za

n
eke

p
očetn

e
u
slove,

k
retan

je
je
k
vazip

erio
d
ičn

o,
za

d
ru
ge

je
h
aotičn

o.
U
p
ravo

n
ačin

n
a

ko
ji

b
liske

tra
jek

torije
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o
d

p
on

ašan
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zičk

ih
im

p
likacija,

p
revazilazi

i
p
rostor

i
sv
rh
u
ovog

rad
a,

te
će
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šte
id

o
d
je,

m
ogu

se
jav

ititek
u
tok

u
v
rem

en
sk
ih

in
tervala

n
ekoliko

red
ova

veličin
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aša
h
aotičn
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−
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.
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ošto

je
ko

d
n
agib

a
d
atog

asteroid
a
p
risu

tan
izvestan

tren
d
,
ko

ji
m
ože

b
iti

ili
p
osled

ica
h
aotičn
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ošto

je
in
tegrale

jed
n
ačin
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osti

i
n
agib

â
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osti

asteroid
a
3148

o
d
v
rem

en
a

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0
1e+

06
2e+

06
3e+

06
4e+

06
5e+

06
6e+

06
7e+

06
8e+

06
9e+

06
1e+

07

Ekscentricnost

V
rem

e (godina) - O
rbit9a integracija

5973

S
lik

a
9
:
G
rafi

k
zav

isn
osti

ek
scen

tričn
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član
ov
i
fam

ilije,
m
ogu

d
a
izad

ju
iz

ob
lasti

ko
ju

zau
zim

a
n
jih

ova
fam

ilija
u
tom

fazn
om

p
rostoru

n
akon

o
d
red

jen
og

karak
-

terističn
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ći

i
n
a
jveće
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ošto

se
ov
d
e
rad

i
o
h
aotičn
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ču
ju
ći
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rečn

ik
u
i
d
u
p
lo

je
veći
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raču
n
aru

,
relativ

n
o
je

u
sp
ešn
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Č
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ić,Z
.:

S
ta-

b
le

ch
aos

in
th
e
asteroid

b
elt,

1997,
Icaru

s
125,13

−
31

[6]
R
ab

in
ow

itz,
D
.,
H
elin

,
E
.,
L
aw

ren
ce,

K
.,

P
rav

d
o,

S
.:
N
atu

re
403,

165
−

166

[7]
A
p
p
lied

P
h
y
sics

L
ab

oratory,
J
oh

n
s
H
op

-
k
in
s

U
n
iversity,

N
E
A
R

M
ission

S
tatu

s,
h
ttp

://n
ear.jh

u
ap

l.ed
u

15


