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APSTRAKT

Ovde je predstavljen jedan aspekt haosa u prirodi koji se odnosi na dinamiku plane-
tarnih sistema i kretanje malih tela u njima. Usled analiticke neresSivosti datog problema
i poteskoca koje se u tom prilazu javljaju (poglavlje 1), izvrsena je numericka integracija
orbita 10 asteroida u intervalu od 10 miliona godina i rezultati predstavljeni, zajedno sa
nekim moguéim uzrocima haosa koji je pri tome uocen, kao i uloga i znacaj sopstvenih
elemenata malih planeta (poglavlje 2). Na kraju (poglavlje 3), navedene su i neke od
primena haosa u nebeskoj mehanici (ocena starosti asteroidnih familija, dinamika po-
tencijalno opasnih asteroida, transport kosmickog materijala, meteorita i asteroida, do
Zemlje).



1 Uvod:
tela

o problemu N

U ovom poglavlju ¢e biti ukratko pred-
stavljene jednacine problema N tela, nji-
hova poznata resenja, kao i metode pomocu
kojih se do nepoznatih reSenja teorijski
i prakticno (do na odredjenu, zadatu,
tacnost) moze doéi.

Neka se sistem N tela sastoji od ma-
terijalnih tacaka masa m; i radijus-vektora
ri, gde je 1 = 1,2,...,n, i r; su izrazeni
u odnosu na inercijalni referentni sistem.
Neka je

rij = |ry =1l (rij = 75),

tada je jednacina kretanja tela m;

Sumiranje iskljucuje slucaj j = 14, Sto bi
proizvelo neodredjenost razlomka, te ovo
ubuduce nece biti naglasavano. Ovaj sis-
tem diferencijalnih jednacina je nemoguce
resiti u konacnoj formi jer je potrebno poz-
navati 6n skalarnih integrala, od cega je, u
stvarnosti, moguce odrediti 10.

Ako se saberu sve jednacine oblika (1),
svi clanovi na desnoj strani ¢e se skratiti, i

imacéemo
n
i=1

Ovo se moze odjednom integraliti, pri ¢emu
se dobija

M m;r; = at + .—U“ va
=1

gde su a i b konstantni vektori. Relacija
(2) znaci da se centar mase sistema krede,
u odnosu na (inercijalni) referentni sistem,
pravolinijski i konstantnom brzinom. Stoga

mozemo uzeti koordinatni pocetak u centru
mase sistema, gde je

n
M m;r; = O“
i=1

i jednacine (1) ¢e i dalje vaziti.

Pomnozimo li (1) vektorski sa r; x i saber-
emo dobijenih n jednacina, svi ¢lanovi na
desnoj strani se skrac¢uju, i dobijamo

n
m m;r; X H.@ = Og
=1

ili

n
MS&E X 1; = h, (3)
i=1
gde je h konstantni vektor. Ovo je takozvani
integral "povrsina.”

Ravan kroz centar mase, upravna na h,
naziva se invarijabilnom ili Laplaceovom
ravnt sistema. Kada se ova analiza pri-
menjuje rigorozno na fizicki sistem treba
biti oprezan. Integral ugaonog mo-
menta je rezultat izolovanosti sistema,
odnosno odsustva spoljasnjih sila i odrazava
¢injenicu da je wukupan moment impulsa
konstantan; on potice od orbitalnih revolu-
cija planeta i rotacija oko sopstvenih osa.
Ako su sva tela ¢vrsta, sferno-simetriéna i
medjusobno izolovana, postojace i invarija-
bilna ravan. U suprotnom, precesiona kre-
tanja i efekti plimskog trenja dovesce do
razmene momenta impulsa, pa ¢e se h, kako
je definisano u (3), menjati sa vremenom.
Ipak, gornji uslovi su priblizno ispunjeni za
nas planetarni sistem i u praksi mozemo
govoriti o invarijabilnoj ravni Suncevog sis-
tema: ona otprilike ima elemente = 107°
ii=1%35", u odnosu na ravan ekliptike.

Dalje, moze se definisati U, funkcija sile
sistema, kao

i<j j=1

(4)



gde se uzima tacno jedno ponavljanje svake
od kombinacija masa m; i m;. Onda je kom-
ponentna sile odredjena sa

U O k'
j=1 K
Odavde je moguce zapisati jednacinu (1)
kao

gde je

L0 .0
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0
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Pretpostavimo da zelimo iznova organizo-
vati nas sistem N tela. Poc¢nimo sa my
na polozaju ry. Pri premestanju tela msy iz
beskonacnosti do rs vrsi se rad
mymso
I\%|-
12
Ako se sada premesti m3 na rz, dodatni rad

1znosi
mims
-

maommsg
T13 723
Ponavljajué¢i prethodni postupak, vidi se
da —U predstavlja ukupnu potencijalnu en-
ergiju sistema.
Pomnozimo sada (5) skalarno sa r; i sabe-
rimo svih n jednacina:

n n
i=1 i=1

_dUu
Cdt
Integraljenjem ove relacije dobija se:

(6)

I .,
3 MSE = U + const,
i=1

Sto je integral energije. Neka je T" kineticka
energija sistema. Tada je

Ie= .o
=1
i integral energije se moze zapisati kao
Cc=T-U,

Sto predstavlja desetu konstantu inte-
gracije i kompletira analiticka reSenja na-
jopstijeg problema kretanja medjusobno in-
teragujuceg sistema N izolovanih tela koja
je principijelno moguce dobiti.

Cinjenica da je sistem N tela neresiv, ipak
ne daje odgovor na pitanje da li je dati sis-
tem (a cilj je, pre svega, pronac¢i odgovor za
Suncev sistem) stabilan ili ne. Fundamen-
talni radovi Laplasa (Laplace) i Lagranza
(Lagrange) dokazali su analiticki da se plan-
ete krec¢u kvaziperiodi¢no, do prvog reda po
masama (u jednac¢inama kretanja), ekscen-
tricnostima i nagibima planetskih putanja?,
pa je glavni cilj nebeske mehanike 19. veka
bio u konstruisanju kvaziperiodi¢nih resenja
za tela u Suncéevom sistemu pomocu racuna
poremecaja. Kasnije, Poankare (Poincaré)
pokazuje da posto je moguce formalno
prikazati resenja planetarnih jednacina kre-
tanja u obliku beskonacnih redova, tada
ovi redovi u opstem slucaju nisu konver-
gentni. U drugoj polovini ovog veka, na
osnovi KAM? teoreme, je zakljuéeno da
ako su poremecaji mali, odnosno mase, eks-
centricnosti i inklinacije planeta dovoljno
male?, onda veliki broj pocetnih uslova

2S obzirom na to da su odgovarajuéi odnosi masa
planeta i Sunca reda veli¢ine u = N@@@ ~ 1073
do 1077, a odgovarajuée ekscentri¢nosti i nagibi
putanja (u radijanima) reda 1072, odgovarajudi
¢lanovi u razvoju koji sadrze drugi i vise stepene
ovih veli¢ina su zanemarljivi

3Kolmogorov-Arnol’d-Moser

4Pod ”dovoljno malim” se podrazumeva da vred-
nosti odgovarajucih u, e, treba da budu svakako is-
pod 10743, sto, evidentno, nema nikakav prakti¢ni
znagaj!




dovodi do kvaziperiodi¢nih resenja. Suncev
sistem sasvim sigurno ne zadovoljava kriter-
ijume ove teoreme. Ipak, naglo povecanje
performansi ra¢unara, imalo je preponder-
antni uticaj na drugi, numericki, pristup
problemu. Veliki broj obimnih simulacija
dinamike Suncevog sistema u poslednjih 10
godina samo je potvrdio njegovu haoti¢nost
i gubitak prediktabilnosti ve¢ nakon 100
miliona godina® (poremecaj reda velicine
10te znacajne cifre pocetnih uslova doveo
bi do 100% odstupanja nakon tog vremen-
skog perioda i resenje bi izgubilo svoj fizicki
smisao). Naravno, to ne znac¢i da ¢e posle
navedenog vremena doé¢i do katastrofalnih
dogadjaja kao, na primer, presecanja or-
bita Zemlje i Venere, ve¢ da tradicionalne
metode nebeske mehanike ne mogu tacno
da predvide polozaje i brzine tela Suncevog
sistema. Ipak, njegova velika starost (kao i
starost 1 istorijski dosije planete Zemlje) de-
centno ukazuju na znatan nivo stabilnosti.

Posto je, dakle, isuvise slozeno manip-
ulisati Suncevim sistemom takvim kakav
je, odredjene aproksimacije u numerickom
pristupu se moraju primeniti. To se
najcesce svodi na kompromis izmedju brzine
izvrSavanja programa i zeljene tacnosti.
Stoga je vrlo vazno izvorni problem teori-
jski uprostiti koliko god je to dopustivo.

Pretpostavimo da je, kao sto je to slucaj
sa Suncem u nasem planetarnom sistemu,
jedna masa, m,, dominantna. Uzmimo ko-
ordinatni pocetak u centru m,,; neka je vek-
tor polozaja tela m; u novom sistemu r/.
Tada je

r, =T, +71,

Vrednosti 7;; se ovom transformacijom ne
menjaju, pa je Q\Q&A = 0/0x;, itd. Sada je

n—1 n—1
Qnﬁs:MUS +<MM§M@

=1 i<j j=1

®Ova procena je relativno pausalna, posto ra-
zli¢iti delovi Suncevog sistema pokazuju drasti¢ne
razlike u pitanju stabilnosti. (videti dalje u tekstu)

Dalje,

V.U = QQ\lqugs

\\..s\z\

S(i # 4)

Iz jednacine kretanja tela m,, se dobija:

= |Q\MU3\§

5.
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=7 M ”35. 3
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Jednacina kretanja tela m; glasi

1
¥+ i, = —V,U
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Prebacimo li iti ¢lan ispred sume, dobija se:
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ili, preimenovanjem promenljivih r sa r;,
Sto se sme uraditi posto se sada u potpunosti
nalazimo u novom referentnom sistemu,

i 1
¥+ y(my, + SLM = MQ&Q\I
g MU 3\@ (7)
j=Lj#i ?
Neka je sada
1 r;-r
Rij = y(— — —-2 8
J iﬂ&. ﬂw: ) (8)
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Kombinujuéi ovaj rezultat sa (7), dobijamo
r n—1

¥ My +m)—— =Y m;V;Rii. (9

+ 7y (my + vﬁ: WW J - (9)

Jednagcine (9) su fundamentalne. Ako su R;;
jednaki nuli, sve se svodi na (prost) slucaj
kretanja dva tela, pa su upravo R;; ¢lanovi
"odgovorni” za sve poremecaje i razlike u
odnosu na keplerovsko kretanje. Oni se zato
i zovu funkcijama poremecaja.

Napomenimo samo da se jednacina (9)
moze napisati u slede¢em obliku:

r;
5 + QAS: + Ssvﬁw =
—-r; T
v M 3& - mv (10)
J=1j#i 5 Jn
Prvi ¢lan na desnoj strani prethodne
jednacine predstavlja direkine uticaje

poremecajnih tela na telo m;; drugi ¢lan
oznacava indirektne uticaje, koji se vrlo
Cesto (pogresno) zanemaruju, a predstavl-
jaju uticaj velikih planeta na koordinatni
pocetak.

U slucaju asteroida® (u Sunéevom sis-
temu, jednacina (10) poprima sledeéi oblik

.. r I
H.l_li\%ﬁl MS&\V\ ?.—lﬁ._w |Uv“ AHHV

)

6Pod ’asteroidom’ (sin. mala planeta) se po-
drazumeva planetoidno telo malih dimenzija, do oko
1000 km u pre¢niku

gde je M- masa Sunca, r-vektor polozaja
tela, a sumiranje se vrsi po devet velikih
planeta’ i pove¢anju njihovih srednjih udal-
jenosti od Sunca (koordinatni pocetak je
uzet u centru Sunca), pri cemu i = 1 odgo-
vara Merkuru itd.

Osim ako telo ne prolazi blizu neke plan-
ete, najveci doprinos desnoj strani jednacine
(11) potice od Jupitera, ms, dok su efekti
ostalih planeta relativno mali. Ova aproksi-
macija proizilazi iz Cinjenice da je najveci
broj asteroida skoncentrisan na lokaciji tzv.
Glavnog asteroidnog pojasa, ilustrovanoj
na slici 7, koji se proteze izmedju orbita
Marsa i Jupitera. U slucaju transnep-
tunskih asteroida, najvec¢i doprinos desnoj
strani jednacine (11) potice od Neptuna i
tako dalje, u zavisnosti od konkretnog prob-
lema. Sledi da je u praksi i neophodno
i moguée pojednostaviti (11), s tim sto je
svaki korak potrebno teorijski potkrepiti.

Uticaj Plutona se moze sasvim zanemar-
iti zbog njegove male mase (nekoliko redova
veli¢ine manje od mase velikih spoljasnjih
planeta) i velike udaljenosti. Ovo nije slucajj
kod Merkura gde se indirektni ¢lanovi u (11)
ne mogu zanemariti; oni imaju oblik:

ry
—miv—3,
Tl

sto je ekvivalentno sa

my
NEATSH

ry =r,

gde je r; centar mase Sunca i Merkura.
Odatle se (11) moze napisati kao

d? —-r

&&.MAH|H.HV+§Q\Q& MSSQ\?.~|H._w|

(12)

8
> mir:
- m7y—s.
: r
1=2 v

"U ovom razmatranju Pluton je smatran jednom
od velikih planeta.




U prakticnom radu ¢esto je vrlo pogodno
zanemariti i sve cetiri unutrasnje planete
posto su mnjihove direktne perturbacije
male®, a indirektne se mogu apsorbo-
vati baricentricnom popravkom, odnosno
prelaskom u sistem sa koordinatnim
pocetkom u centru mase Sunca i planeta
Zemljinog tipa. Ako je ova tacka odredjena
sa T4, onda

&w
e —(r—1y) + ,if& MSQT.

—Tr
@|iw

(13)

8
> mi
. r3
=5 ?

Ako je telo dovoljno daleko od cetiri un-
utrasnje planete za r > 7t = 1,2,3,4,

onda
r,—r r

~ —

v, — 3 3

Takodje, r4 je uvek malo, manje od 5 X
107%AJ, pa se za veliko r moZe uzeti

r—r,=r

Neka je

=1

tada jednacina (11) glasi:

(14)

80sim toga, ukljucivanje npr. Merkura u sim-
ulaciju bi zahtevalo upotrebu vrlo malog vremen-
skog koraka da bi se greska numericke metode drzala
u granicama tolerancije, analogno vazi i za sistem
Zemlja-Mesec, itd.

Model Suncevog sistema (koji je koriséen
u ovom radu u okviru softverskog paketa
ORBIT9z) zasniva se na gore pomenu-
toj analizi, odnosno ukljucuje direktne
poremecaje svih velikih planeta, simultano
izracunavajuc¢i njihove orbite zajedno sa or-
bitama probnih tela. Unutrasnje planete su
izostavljene iz direktne integracije, ali je pri-
menjena baricentri¢na popravka na pocetne
uslove, §to, u principu, pokriva 90% in-
direktnih efekata (vidi Milani i Knezevi¢,
1992). ORBIT9x koristi precizan multi-
step integrator (za pocetne korake se ko-
risti simplekticki Runge-Kutta metod) i
omogucava pracenje orbita tela u, pre svega,
Suncevom sistemu, u okviru razli¢itih di-
namickih modela i dugih vremenskih inter-
vala. Eksperimentalni uzorak za svrhu ovog
rada ukljucuje 10 numerisanih, realnih, as-
teroida ¢iji su orbitalni elementi preuzeti od
Minor Planet Centra i stoga se mogu sma-
trati preciznim (provereni astrometrijskim
posmatranjima u vise opozicija).

2 Uzroci i
haosa u kretanju

ispitivanje

asteroida

Danas se prilicno pouzdano zna da su kre-
tanja tela u planetarnim sistemima u osnovi
haotiéna (preciznije, u Sunc¢evom sistemu:

Laskar, 1989), dok su jedino dinamicki
mehanizmi koji do tog haosa dovode,
kao 1 karakteristicne vremenske skale i

veli¢ine rezultuju¢ih makroskopskih nesta-
bilnosti razlicite (Knezevi¢, 1999). Haoti¢no
ponasanje se moze prepoznati, recimo,
pomucu dugotrajnih numerickih integracija,
u vremenskoj evoluciji velike poluose aster-
oida: kod stabilnog asteroida nema nikakvih
naglih i "neocekivanih” skokova niti vec¢ih
anomalija (sl.1), ve¢ grafik ima standardan
oblik pravilnih kvaziperiodiénih oscilacija



(reda 107*AJ); u slucaju haoticnog tela
(sl.4), ovaj grafik se odlikuje (ocekivanim)
nepravilnostima, random walk-om, izne-
nadnim skokovima i velikim oscilacijama,
privremenim zahvatima u rezonancu (ovde,
na oko 1 milion godina ili, na slici 2 izmedju
6 1 7 miliona godina) itd. Slike 1 — 4
pokazuju zavisnost promena velikih polu-
osa sa vremenom nekih asteroida iz uzorka
koji je posmatran u ovom radu, pocev od
stabilnih (sl.1), preko srednje haoticnih (sl.
2,3), do izrazito haoti¢nih (sl.4). Podaci
su filtrovani tako da su uklonjeni (iako
ne besprekorno) poremecaji sa periodima
izmedju 40 i 4000 godina.

Prethodni postupak je u velikoj meri
samo preliminaran i moze posluziti samo
sticanju grube slike o ponaSanju aster-
oida. Formalnije, haos se obictno opisuje
i meri pomocu takozvanog karakteristicnog
eksponenta Ljapunova (u oznaci LCE) koji
predstavlja meru divergencije dve, pocetno
bliske orbite, u faznom prostoru orbitalnih
elemenata:

X ()|

. .1
A=) =l e TER

(15)
Karakteristicno vreme Ljapunova (1) je
veli¢ina inverzna LCFEu, i c¢esto jednos-
tavnija da se interpretira nego sam ekspo-
nent Ljapunova. Vreme Ljapunova se moze
definisati kao vreme potrebno da bi se rasto-
janje izmedju divergiraju¢ih orbita uvecalo
e puta:

Kod vecine konzervativnih dinamickih sis-
tema, Njutnove jednacine imaju i regu-
larna i haoti¢na reSenja; za neke pocetne
uslove, kretanje je kvaziperiodi¢no, za druge
je haotiéno. Upravo nacin na koji bliske
trajektorije divergiraju odvaja haotitno
ponasanje od kvaziperiodi¢nog. Za haoticne
trajektorije najveéi Ljapunovljev eksponent
je pozitivan; za kvaziperiodi¢ne trajektorije

svi karakteristicni eksponenti Ljapunova su
jednaki nuli.

Stabilne orbite su one ¢ije su varijacije
orbitalnih elemenata pravilne a LCE mali
(odnosno, odgovarajuée vreme Ljapunova
dugo). Dve inicijelno bliske stabilne orbite
ostaju blizu jedna druge u faznom prostoru
ili se razilaze vrlo sporo. Obitno se uz-
ima vrednost 17, ~ 10° godina za grani¢nu
izmedju haosa i stabilnosti, ali to je, na
kraju, stvar konvencije. Na slikama 5 i
6 prikazane su vrednosti 7(t) na primeru
jednog stabilnog (1995) i jednog haoticnog
(1670) asteroida. Razlika je ocigledna: u
slucaju haoti¢nog, ~ raste gotovo linearno
sa vremenom i, nakon 10 miliona godina,
dostize oko 830, sto daje pribliznu vrednost
za Tr, ~ 12000 godina (Sto se, u principu,
nalazi linearnim fitovanjem). Posto je ova
vrednost dobijena za konac¢an vremenski in-
terval a T} se definiSe za t — 00, ona u
stvarnosti moze da varira za +20%. Ob-
lik zavisnosti kod stabilnog asteroida (1995)
ima sasvim drugaciji izgled, ne prati linearni
trend a bliske orbite se prakti¢no ne razilaze.

Treba napomenuti da asteroidi ne mogu
biti “manje” haoti¢ni od poremecajnih
velikih  planeta, koje imaju vremena
Ljapunova oko ~ 5 miliona godina (Laskar,
1989), u slucaju spoljnih planeta nesto
vise (Nobili 1989). Prinudni haos, koji je
ocigledno inherentan telima u Suncevom
sistemu, nije razmatran u ovom radu,
ve¢ onaj koji potice od ponaSanja u rezo-
nanci i od nepravilnosti u kretanju samog
asteroida.
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Slika 1: Grafik zavisnosti
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Slika 2: Grafik zavisnosti velike poluose asteroida 1105 od vremena
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Slika 3: Grafik zavisnosti velike poluose asteroida 5973 od vremena
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Slika 4: Grafik zavisnosti velike poluose asteroida 1670 od vremena
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Nedavno je (v.[5]) ustanovljeno da haos
ne mora obavezno da podrazumeva i
makroskopsku nestabilnost. Naime, uocena
je treca klasa orbita koje odlikuje kratko
vreme Ljapunova (Sto bi ove objekte
svrstalo medju haoticne), ali koji ne
pokazuju nikakve znacajnije varijacije sop-
stvenih elemenata (vidi kasnije) u toku vre-
menskih intervala koji visestruko premasuju
odgovarajuca vremena Ljapunova; njihovi
sopstveni elementi osciluju, ali pritom samo
u okviru odredjenih, uskih, granica, te su
ovi objekti nesumnjivo stabilni. Stoga je
pomenuti fenomen i oznacen kao stabilni
haos.

Ponasanje haoti¢ne orbite tokom dugih
vremenskih intervala (nekoliko redova
velicine duzih od vremena Ljapunova)
prevashodno zavisi od prirode rezonance
koja taj haos uzrokuje. Dublje objasnjenje
samog pojma rezonance, kao i svih njenih
fizickih implikacija, prevazilazi i prostor i
svrhu ovog rada, te ¢e ovde biti data samo
neka neophodna pojasnjenja.

Cak u dinamicki najjednostavnijem sis-
temu od centralnog tela i samo dve planete,
postoji 6 stepeni slobode, po 3 prostorna
za svaku planetu. Tako, ono Sto se na prvi
pogled ¢ini samo kao sistem sa dve karak-
teristicne frekvencije (frekvencije revolucija
dveju planeta oko Sunca) je, u stvari, sistem
sa 6 frekvencija. Dve od njih su ocigledno
one koje se odnose na revoluciju planeta oko
Sunca; ostale 4 su mnogo sporije frekven-
cije precesije parametara orijentacije or-
bita. Postojanje i brzih i sporih stepeni slo-
bode proizvodi raznovrsnost fenomena or-
bitalnih rezonanci.

Dva su tipa orbitalnih rezonanci. Intu-
itivno ocigledniji, koji se oznacava prosto
kao orbitalna rezonanca ili rezonanca wu
srednjem kretanju, nastaje usled (priblizne)
samerljivosti orbitalnih perioda planeta ili
satelita.  Drugi tip, najc¢eSée oznacCavan
kao  sekularna rezonanca, se odnosi na

spore frekvencije precesije parametara ori-
jentacije orbita.  Primeri posmatrackih
¢injenica koje se objasnjavaju razonantnim
dejstvom obuhvataju pre svega Kirkvudove
(Kirkwood) praznine u asteroidnom pojasu
izmedju Marsa i Jupitera (to su deficiti u
broju asteroida na lokacijama koje grubo
odgovaraju polozajima rezonanci u sred-
njem kretanju nizeg reda sa Jupiterom),
zatim prenos materijala iz Glavnog as-
teroidnog pojasa do Zemlje, formiranje
planetarnih sistema (dinamika planetezi-
mala, transport i reorganizacija planetez-
imala u protoplanete, interakcije proto-
planeta i, konacno, ¢iSéenje planetezimal-
nih ostataka iz interplanetarnog prostora),
uopste, dinamicka stabilnost planetarnih
sistema i, konac¢no, prsten meteoroidnih
i Cestica praSine koje se usled Poynting-
Robertsonovog efekta spiralno krec¢u, za-
hva¢ene u dugovecne orbitalne rezonance
sa Zemljom. Prethodni primeri ukazuju
na mehanicke rezonance, uzrokovane grav-
itacionim interakcijama; nasuprot njima,
zracenje 1 elektromagnetne sile takodje
mogu biti dobar izvor poremecaja i induko-
vati rezonantne efekte (Lorencove (Lorentz)
rezonance u prstenu oko Jupitera).

Ukratko, ukoliko je sekularna rezonanca
dominantna u dinamickoj evoluciji aster-
oida, nestabilnosti mogu biti velike i javiti
se u toku vremenskog intervala reda veli¢ine
vremena Ljapunova, recimo ~ 10* god-
ina (videti dalje: asteroid 5973); ako se,
pak, radi o rezonanci u srednjem kretanju
i nizeg reda, makroskopski efekti (nesta-
bilnosti) takodje mogu nastati za relativno
kratko vreme, recimo ~ 10° — 107 god-
ina; ako je orbita u pocetnom trenutku
"okruzena” samo rezonancama viseg reda,
orbita moze biti haoti¢na, ali nestabilnosti,
ako do njih uopste i dodje, mogu se javiti tek
u toku vremenskih intervala nekoliko redova
veli¢ine duzih od vremena Ljapunova.

Zanimljiv je slucaj asteroida 5973, ¢ija je
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vremenska evolucija velike poluose data na
grafiku 3. Naime, do trenutka od priblizno
4 miliona godina, dati asteroid se ponasa
haoti¢no i ispoljava, ve¢ spomenute, velike
iregularnosti u kretanju, da bi se zatim vrlo
naglo stabilizovao (promene vrednosti ve-
like poluose putanje postaju reda 107* !).
Iz mape rezonanci, koja je prilozena u Mi-
lani i Knezevié, 1994 (v. [4]), se vidi da se u
okolini 2.56 AJ preklapa nekoliko sekularnih
rezonanci, Sto objasnjava karakteristicno
ponasanje ekscentricnosti putanje tokom
vremena (sa 2 uocljiva moda), dato na slici
9 (uporediti sa ekscentri¢noséu ”obic¢nog”
haoti¢nog asteroida, na slici 8). Ovo je
i dobar primer medjusobne spregnutosti
u ponasanju elemenata; razlicite haoticne
efekte moguce je nezavisno uociti i potom
tumaciti na osnovu, recimo, ponasanja ve-
like poluose i ekscentri¢nosti. Pravi uzrok
haosa kod asteroida 5973 mogao bi se
utvrditi jedino produzenom integracijom,
posto je kod nagiba datog asteroida prisutan
izvestan trend, koji moze biti ili posledica
haoti¢ne difuzije ili prosto uzlazni deo neke
verijacije koja je posledica uticaja sekularne
rezonance, perioda duzeg od 10 miliona go-
dina.

Poslednjih godina, dosta je paznje
posvec¢ivano izradi odgovarajuéih algori-
tama za racunanje tzv. sopstvenih ele-
menata malih planeta. Najjednostavnije
receno, sopstveni elementi su parametri
koji opisuju odredjeni asteroid ali poseduju
vaznu osobinu relativne nepromenljivosti
tokom vremena. Ova konstantnost se
u praksi postize njihovim ”¢iS¢enjem” od
svih kratko- i dugo-periodi¢nih poremecaja.
Naime, posto je integrale jednac¢ina kretanja
nemoguce odrediti, sopstveni elementi bi
u tom smislu predstavljali integrale nekog
pojednostavljenog sistema diferencijalnih
jednacina koje priblizno opisuju kretanje
datog asteroida. Ukoliko je takve parame-
tre moguce naci, onda se oni oznacavaju kao

sopstvena velika poluosa (a), sopstvena eks-
centri¢nost (e) i sopstveni nagib (dat u ob-
liku svoje trigonometrijske funkcije sinI).
Najvaznija upotreba sopstvenih elemenata
(za identifikaciju asteroidnih familija) data
je u poglavlju (3). Danas se u teoriji sop-
stvenih elemenata tezi, pre svega, specijal-
iziaciji metoda za odredjene grupacije malih
planeta ili subpopulacije u okviru aster-
oidnog pojasa, sa ciljem povecanja tacnosti
(uz posledicu smanjenja opstosti). Tako
postoji analiticki model za asteroide malih
i umerenih ekscentri¢nosti i nagiba (Mi-
lani, Knezevi¢), semianaliticka teorija pri-
menljiva na objekte visokih ekscentri¢nosti
i nagiba (Lemaitre, Morbidelli) ili, recimo,
na tela u okolini sekularnih rezonanci (Mor-
bidelli). Tacénost koju ovi modeli nude krece
se oko 1073 — 10~*, u zavisnosti od modela
i haoti¢nosti samog asteroida.

Asteroidni
pojas

m:..m:mu

l | | | ] | |
43 2z 13 ] 15 27 a2

Sv.minut

Slika 7: Pozicija Glavnog asteroidnog po-
jasa u Suncevom sistemu
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Slika 9: Grafik zavisnosti ekscentricnosti asteroida 5973 od vremena
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3 Neke primene haosa

Haos moze biti koris¢en kao ¢asovnik,
odnosno pokazatelj starosti asteroidnih
familija. Familije su grupacije ob-
jekata nastalih u razornim sudarima od
roditeljskog tela. Iako se, uz puno napora,
vece familije mogu uociti u faznom pros-
toru oskulatornih elemenata kao povecana
koncentracija u blizini roditeljskog tela, veé
nakon nekoliko miliona godina grupacije
ovog tipa se osipaju u tolikoj meri da
je nemoguce izvrsiti bilo kakvu pouzdanu
identifikaciju. Vel pomenuti sopstveni el-
ementi se pokazuju kao mnogo pogodniji
u tu svrhu zato sto, po definiciji, pred-
stavljaju invarijante kretanja. U stvarnosti,
oni su samo priblizno nepromenljivi u vre-
menu, ali haoticna difuzija koja se kod njih
odigrava je dovoljno spora da se familije
ipak mogu prepoznati i pouzdano odrediti
i milijardu godina posle formiranja. Pos-
toje, medjutim, asteroidi koji usled haoti¢ne
difuzije ”lutaju” faznim prostorom sop-
stvenih elemenata dovoljno brzo da, uko-
liko su c¢lanovi familije, mogu da izadju iz
oblasti koju zauzima njihova familija u tom
faznom prostoru nakon odredjenog karak-
teristi¢cnog vremena koje je reda 10% — 10°
godina i manje od vremena zivota Suncevog
sistema. Karakteristicno vreme, u ovom
slucaju, moze da posluzi kao gornja granica
za starost familije, Sto se moze, svakako, ko-
ristiti samo u statistickom smislu, posto je
haoti¢na difuzija po svojoj prirodi slucajan
proces.

Metod "haoti¢ne hronologije” je nedavno
primenjen na slucaj relativno male i prili¢cno
kompaktne familije Veritas, koja se nalazi
u blizini nekoliko orbitalnih rezonanci viseg
reda. Kretanje njena dva glavna c¢lana,
ukljucujuci i najvece telo familije, 490 Veri-
tas, je tipican primer stabilnog haosa. Sop-
stveni elementi ova dva tela menjanju se
zbog haoticne difuzije, zbog ¢ega napustaju

granice familije za manje od 50 miliona go-
dina®. Posto je nezavisno sugerisano da
se zaista radi o ¢lanovima iste familije!'?,
sledilo bi da familija ne moze biti starija
od 50 miliona godina (ovome u prilog ide
i velika slicnost u ponasanju oba objekta).
Ipak, opsirniji proracuni (Knezevié¢) ukazuju
na nepotpunost prethodno koris¢enih mod-
ela, odnosno njihovu preveliku uproséenost,
mada takodje procenjuju starost Veritas
familije na ispod 100 miliona godina.

Asteroid 2953 Vysheslavia, veli¢ine 15
km u preéniku i lociran na samoj ivici
Kirkvudove praznine i 5 : 2 orbitalne re-
zonance, je takodje upotrebljen za anal-
izu odredjenih aspekata sudarne evolucije
malih planeta i ispitivanje velike porodice
Koronis. Numerickom integracijom njegove
orbite, inace stabilno haoti¢ne, otkriveno
je da ova postaje izuzetno nestabilna veé
posle 10 miliona godina. Asteroid biva za-
hvaéen u rezonancu i, nakon nekoliko bliskih
prilaza Jupiteru, njegova orbita dozivljava
kvalitativnu transformaciju u hiperbolicnu
i on napusta Suncev sistem (ovo je i inace
najcesci ishod bliskih prilaza planetama koji
su izvor snaznog haosa u aseroidnom kre-
tanju). Posto se ovde radi o haoti¢noj or-
biti, ovaj primer nije uzet kao autenticna
predikcija stvarne evolucije asteroida Vysh-
eslavia, ve¢ su uradjeni slicni testovi za
odredjen broj klonova, dobijenih malom
promenom pocetnih uslova. Zajedno sa
kasnije pronadjenim, drugim, primerima
slicnog ponasanja, ovi testovi su trenutno
omogucili samo razne interpretacije nas-
tanka i kasnije dinamicke evolucije velike
porodice Koronis.

U poslednje vreme mnogo paznje se pri-
daje mogucénostima sudara asteroida sa
Zemljom. Orbite objekata koji prese-

9Pod uslovom da familija nije znantno veéa nego
Sto se to danas smatra; u tom slucaju, karakter-
isti¢no vreme bi bilo vece.

10Ustanovljeno na osnovu fizickih karakteristika.
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caju putanje planeta, ukljuc¢uju¢i NEAe!!
(asteroidi u blizini Zemlje) i komete, su
snazno haoti¢ne zahvaljujuéi bliskim prilaz-
ima planetama. Iz paleonauka znamo da
neki od njih zaista i udaraju u Zemlju.
Danasnje procene kazu da svega nekoliko
njih velicine kilometra u prec¢niku udari u
Zemlju u toku 1 milion godina; najveci
deo tog broja cCine upravo NFEAi. Nar-
avno, pretnju predstavljaju i oni asteroidi
koji trenutno ne spadaju u klasu NFA, ali
koji tokom svoje orbitalne evolucije pocnu
da presecaju putanju Zemlje. Rabinowitz
et al. zakljucuje da postoji ne vise od oko
1000 NEAa vec¢ih od 1km u precniku, za
¢ije bi otkrivanje, po sadasnjem tempu, bilo
potrebno jos oko 20 godina.

O nac¢inu na koji mala tela iz razlicitih
delova Suncevog sistema stizu do Zemlje
dugo su postojale samo ideje i pretpostavke,
da bi se tek pocetkom 80tih godina ovog
veka doslo do prvih kvantitativnih rezul-
tata (Williams razmatra uticaj sekularnih
rezonanci, Wisdom pokazuje da materijal
moze dospeti do Zemlje pomoc¢u haoti¢nih
efekata u 3 : 1 rezonanci). Neki od prob-
lema koji su i danas prisutni kod ovih
modela su zanemarivanje uloge medjuas-
teroidnih sudara ili fizickih osobina aster-
oida i meteorita. Sudari oslobadjaju ma-
terijal iz roditeljskih tela u Glavnom po-
jasu i kontinualno ga usitnjavaju. Tokom
nekog katastroficnog dogadjaja, formiranja
kratera na veéim asteroidima ili orbitalne
difuzije (usled zracenja i slicnih efekata),
materijal moze dospeti u rezonancu. Cak i
nakon sto po¢nu da presecaju putanje plan-
eta, mnoga tela i dalje provode jedan deo
revolucije u asteroidnom pojasu, izlozeni
daljim sudarima. Jedno vreme se verovalo
da rezonance nizeg reda, poput one 3 : 1,
imaju najve¢i uticaj na mala tela i da up-
ravo one produkuju NFEAe. Ipak, novija

HNear-Earth Asteroids

istrazivanja ukazuju na to da su ove rezo-
nance mozda i previse snazne da bi proizvele
NEAe ili meteorite (veéina asteroida u ovim
simulacijama je bila ili privucena od strane
Sunca ili napustila Sunc¢ev sistem). Brojne
slabe rezonance i interakcije medju rezonan-
cama koje proizvode haoticne efekte ¢ine
se mnogo verovatnijim uzrokom nastanka
NEAa, dovoljno jakim (i, s druge strane,
dovoljno osetljivim) mehanizmom koji je u
stanju da poveca ekscentricnosti asteroida
u pojasu dovoljno da bi oni poceli da prese-
caju putanju Marsa. Kao posledica bliskih
susreta sa Marsom, oni bivaju izbaceni iz
rezonanci u koje su bili zahvacéeni i po-
lako evoluiraju, sve dok ne dodju u blizinu
Zemlje kroz nekih desetak miliona godina
(ovu evoluciju prate i pospesuju serije slabi-
jih rezonanci kroz koje asteroid kaskadno
prolazi). Ovaj scenario, ipak, treba pri-
hvatiti sa rezervom, posto je od nedavno
izlozen raznim kritikama i preispitivanjima.

Asteroid 433 Fros jedan je od malih
tela koja danas ne presecaju Zemljinu
putanju, ali je zato izlozen cestim susretima
sa Marsom, Sto podsti¢e njegovo haoticno
ponasanje (na slici 10 se moze videti neprav-
ilan, izrazito izduzen oblik koji svedoc¢i o
burnoj kolizionoj evoluciji). Ima 22 km u
precniku i duplo je vec¢i od objekta koji je
nacinio Chicxulub krater pre 65 miliona go-
dina i, najverovatnije, izazvao izumiranje
nekih zivih vrsta. Slican postupak pracenja
klonova Erosa je koriséen i doslo se do za-
kljucka da postoji verovatnoca od oko 5% da
on pocne da preseca putanju Zemlje i udari
u nju nekad u buduénosti.
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Slika 10: Asteroid 433 Fros, snimljen
pomoéu NEAR sonde, 13. februara 2000.
godine

4 Zakljucak

Vremenska integracija 10 asteroida koja ja
data u ovom pregledu a uradjena na desk-
top racunaru, relativno je uspesna, u smislu
da je autoru pruzila potreban osecaj o
tome na koji nacin se vrse danaSnja is-
trazivanja u dinamici planetarnih sistema,
kao i ideju o brojnim potesko¢ama koje se
sa ovom 1 slicnim metodama mogu javiti,
pocev od samog numerickog aparata i kon-
trole greske, do obrade finalnih rezultata.
Treba napomenuti da pristup problemu
koji sam ovde sledio nije i jedini moguci
(danas se za integraciju orbita, pre svega
u kvalitativnim simulacijama, u hamiltoni-
janskim sistemima sa dominantnom central-
nom masom Koristiitzv. simplekticko mapi-
ranje, koje je drugacije osmisljeno). Do-
bijeni rezultati su u dobroj saglasnosti sa
ocekivanim.

Sto se tice potencijalno opasnih aster-
oida, informacije koje su predstavljene u
poglavlju 3 treba shvatiti krajnje uslovno;
one se menjaju usled poboljsanja racunara i

tehnike, sto dovodi do neprestanog priliva
novih podataka i ostavlja mnoga pitanja
otvorenim. Tako je, recimo, broj poten-
cijalno opasnih asteroida gotovo prepolovl-
jen u novijim studijama u odnosu na one
od pre nekoliko godina; istovremeno, sada
znamo 1 za neke druge regione stabilnosti
u Suncevom sistemu koji mogu sluziti kao
rezervoar slicnih objekata (neki delovi un-
utrasnjeg Suncevog sistema, pojas izmedju
Urana i Neptuna, itd.)

Posebnu  zahvalnost dugujem Zoranu
Knezevicu za hardversku i softversku
ispomo¢, kao 1 cisto ljudsku paznju,
razumevanje i beskrajno  strpljenje.
Takodje, mojoj  profesorici, Natasi

Calukovi¢, koja mi je dala pravo znanje i
podstakla pravu ljubav prema fizici.
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